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Clasa a Xl -a

Solutii
Problema 1.
2 2++/2
a) Fie maticea A= V2 . Si se calculeze A%*®.
V2 1442
2 1 0
b)Fie maticeaA=| 1 2 1| . Aritati cd exista X,Y e M, (IR) astfel incat A= X" +Y2*.
01 2

Solutie:

2(3++2)  (2+42)(3+42)
\/5(3+\/§) (1+\f§)(3+«/§)

2(3+42)" (2442)(3+2)"

a) Observam ca A®> = . Putem demonstra prin inductie
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b)Fie A=B+C,unde B=|{0 1 1|siC=|1 1 O0]. Aratam ca exista X,YeMs(R) astfel incat
0 01 011
X2017 =B §1 Y2019 :C.
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Astfel, X =|0 2017 | La fel obtinem pentru Y" = nx;'x, X/ 0
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Problema 2.

a)Fie sirul (a,) _ un sir definitastfel: a =1, &, =2a, +4/3a> —2,n>1. Si se demonstreze ci
a,eN,vnx>1.

b)Sa se arate ca sirul de termen general a, = \/2+ {’/3+«4f4+...+ UYn ,neN,n>2este convergent si limita

sa este cuprinsa intre 1,9 si 2.
Solutie:

a)Relatia de recurenta se mai scrie
(a,,—2a,) =3a? —2sau

2
n+1

2 2
a,,ta,,, — 4an+lan+2
2 —
n+2

a’,+a’—4aa ,+2=0, deci

+2=0. Prin scadere obtinem:
a’,—a.—4a,,(a,,—a,)=0. Cum sirul este strict crescator, gisim ca a,,, =4a,,, —a,.Ceea ce
inseamna ca tofi termenii sirului sunt numere naturale.

b)Sirul este evident crescator. Pornind de la inegalitatea n—+ "Yn+1>n formati din termeni pozitivi,
daca aplicam radicalul de ordin n obtinem: {/n+ "Yn+1 > Yn; adunand apoi n—1 si aplicand iarasi
radicalul de ordin n—1, dupa n pasi obtinem caa,,, > a,.

Cum ¥k +1 >1rezulta ca

a, :\/2+§/3+»\4/4+...+2/ﬁ >\/2+$/3+o\4/4+...+”‘\]/ﬁ >...>«/2+«3{3+(‘/§ >1,9

Pe de alti parte, folosind {k < ¥k +2 <2

a, =\/2+3/3+«4/4+...+QE <\/2+§/3+{‘/4+...+”€/n—1+2 <..<y2+3B<2.

Tn concluzie, limita sirul este intre 1,9 si 2.

n+1

Problema 3.

X, +V2-1
1-x,(v2-1)
calculeze perioada.
b)Si se studieze convergenta sirului X, =+/1-a, X, = /1— X,,Nn>2,unde 0<a<1 este fixat.

' Ml T

,N>1b e R este o constanta. Sa se arate ca sirul este periodic si sd i se

a) Xl :b’ Xn+1 =

Solutie:
a)Metoda 1

Fie a=+/2 -1, atunci a’+2a-1=0 si avem:
Xy ta 2
Cxo+a l-ax, o (1-@)%a+2  2ax 42 x,+1
T l-ax, _1—a Xy +ta 1-a’-2ax,, 2a-2ax,, 1-x_,
1-ax, ,

n+1



X, 5 +1

+1
Xoi1 = 7%, 1 __ 1 X, ;. Am gasitca X , =X, ,, iInseamna cd perioada sirului este
1_M Xn—3 — 1
1- X3 Xo-7
egala cu 8.
Metoda 2
T
Fie x, =tgp, p e (—E Ej

_ lgp+tg-
Deoarece tg£=\/§—l, avem: x, = X;+y2 -1 = 8 =tg(¢+ﬁJ
| 1-x(V2-1) 1-tgety T 8

.. A T . .
Se arata prin inductie ca in general X =tg ((p+ (n —1) gj, de unde rezultd cd X, = X, pentru orice

neN

b)Distingem mai multe cazuri.

Daca a=0 sau a=1 sirul este divergent.

Vom studia Tn continuare cazul 0 <a <1. Este evident ca 0<x, <1. Avem:

-X = ,[ X == X1 X si semnul lui x, — X, este dat de trinomul 1—x, — X} cu radicinile

\f X
1B | _-1-46
2 2
Suntem condusi la considerarea urmatoarelor doua situatii:
Cazul 1: 0<x <I.In acest caz, x, —x1 >0. In plus:

=% =T =l = \/1—|+\/1

<0, astfel ca | <X, <1. Se arata asemanator ca

-1= «/ P S
1+«/1 X,
X >0, X3 <1, X, > X5, X, > X5, X, >, X, <X,y

Astfel, sirul dat verifica inegalitatile:
0<X <X3 <X <oXppy <o < <<%, << X, <X, <1

Fie A=limx,, ., B=limx, ,cum X, ., :,/1— Xy Xo = AJl— X, , Tezulti cd A=1-B,B=+1-A,
J5-1
—

de unde deducem ca A=B=1=

Cazul 2: | < x, <1se studiaza la fel si se gaseste aceeasi limita pentru sirul dat.



